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Re´sume´ :
La superposition d’un e´coulement radial a` travers les deux cylindres bordants un e´coulement de Taylor–
Couette modifie le seuil de stabilite´ line´aire des vortex de Taylor apparaissant lorsque le cylindre interne
est mis en rotation, le cylindre externe restant fixe. De plus, l’e´quation d’amplitude, obtenue par une
analyse faiblement non-line´aire de ces vortex, montre que la pre´sence de l’e´coulement radial, entrant
ou sortant, tend a` rendre cette transition sous-critique. En poussant l’analyse faiblement non-line´aire
aux ordres suivants, il est possible de calculer un nouveau seuil d’apparition de ces instabilite´s sous-
critiques. Ce caracte`re sous-critique se manifeste pour des e´coulements radiaux dont les nombres de
Reynolds sont d’autant plus faibles que le rapport des rayons des cylindres inte´rieur et exte´rieur est
petit. Ces re´sultats analytiques sont compare´s a` ceux de simulations nume´riques directes par me´thode
spectrale afin de mettre en e´vidence l’hyste´re´sis associe´e a` cette transition sous-critique.
Abstract :
Superposing a radial flow accross both cylinders bounding a Taylor–Couette cell modifies the instability
threshold of the Taylor vortices arising as the inner cylinder is set to rotate whilst the outer remains
fixed. Moreover, the amplitude equation obtained by weakly nonlinear analysis reveals that a sufficient
radial in- or outflow also turns this first transition into a subcritical one. New subcritical thresholds
of instability can be predicted analytically by extending the amplitude equation to the next orders. The
smaller the inner to outer radii ratio, the more obvious this subcriticality is. These analytical results
are compared to the numerical ones obtained by Direct Numerical Simulations using a pseudo-spectral
method, in order to retrieve the hysteresis associated with this subcritical transition.
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1 Introduction
Certains proce´de´s de filtration, comme celui de la figure 1(a), se pre´sentent sous la forme de deux
cylindres concentriques, un cylindre interne mobile et poreux et un cylindre externe imperme´able
et fixe, entre lesquels un fluide a` filtrer est pousse´ suivant la direction axiale. Un filtrat est re´cupe´re´
radialement a` travers le cylindre interne alors que le re´tentat continue de s’e´couler le long de l’entrefer.
Cette configuration tire partie des proprie´te´s hydrodynamiques de l’e´coulement azimuthal engendre´
par la mise en rotation du cylindre interne : le cisaillement, la force et les instabilite´s centrifuges ainsi
que la turbulence qu’elle engendre limitent les phe´nome`nes d’accumulation de matie`re au voisinage
de la membrane en remettant en suspension les particules ou en reme´langeant la couche limite de
concentration forme´e. D’autre part, ce me´canisme e´tant inde´pendant de l’alimentation et du soutirage
en fluide du syste`me, il peut eˆtre ajuste´ afin de minimiser le couˆt de fonctionnement.
Vu par un me´canicien des fluides, ce syste`me s’apparente a` un e´coulement de Taylor–Couette, dont la
vitesse angulaire est caracte´rise´e par un nombre de Taylor Ta, auquel se superposent un e´coulement
de Poiseuille annulaire dans la direction axiale caracte´rise´ par un nombre de Reynolds β, ainsi
qu’un e´coulement radial, caracte´rise´ par un nombre de Reynolds α. L’e´tude des instabilite´s qui s’y
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Figure 1 – (a) : Exemple de syste`me de filtration dynamique, a` utilisation me´dicale. (b) :
Sche´matisation de la situation e´tudie´e ici, ou` le fluide traverse les deux parois cylindrique de sorte
a` maintenir constant le de´bit axial. (c) : E´coulement laminaire obtenu pour un rapport des rayons
η = 0.85, un Reynolds radial α = −20, un Reynolds axial β = 20 et un nombre de Taylor Ta = 20,
de´compose´ entre composantes horizontale (U0, V0) et verticale W0.
de´veloppent et de leur dynamique prend ainsi une tournure fondamentale tre`s inte´ressante par ses
spe´cificite´s.
Du fait du flux de fluide a` travers le cylindre interne et de la perte de charge le long de l’e´coulement
annulaire, l’e´coulement de base, laminaire, ne peut eˆtre invariant le long de la direction axiale. Afin
de simplifier l’analyse de stabilite´, un cas diffe´rent de la configuration pratique est conside´re´ ici, ou`
le fluide traverse radialement les deux cylindres avec le meˆme de´bit, de sorte que le flux axial reste
conserve´ le long de la direction axiale, comme repre´sente´ sur la figure 1(b). Le cadre naturel de
l’analyse de stabilite´ line´aire d’un tel syste`me ouvert est celui des instabilite´s convectives et absolues,
qui distingue dans la re´ponse impulsionnelle les cas convectifs ou` la perturbation gagne en e´nergie
mais est finalement e´vacue´e par l’e´coulement moyen et les absolus ou` la croissance de la perturbation
est suffisamment vigoureuse pour remonter le courant et envahir tout le syste`me. Cette approche
applique´e au cas pre´sent [2] a permis de montrer que les instabilite´s convectives e´taient spontane´ment
observe´es dans les re´alisations expe´rimentales, car force´es par les bruits en entre´e, l’observation de
modes absolus demandant des soins particuliers. Ces modes convectifs se pre´sentent sous la forme de
rouleaux toro¨ıdaux (axisyme´triques, ou rouleaux de Taylor), caracte´rise´s par un nombre d’onde axial
k, devenant he´lico¨ıdaux, avec un nombre d’onde azimuthal n augmentant lorsque l’e´coulement axial
augmente. L’e´tape suivante concerne naturellement la dynamique non-line´aire de ces instabilite´s, qui
est ici traite´e par une approche faiblement non-line´aire.
L’inte´ret de ce calcul analytique est apparu par des simulations nume´riques d’un e´coulement de Taylor–
Couette avec e´coulement radial mais sans flux axial [3]. Elles avaient mis en e´vidence l’apparition de
rouleaux avant leur seuil critique line´aire en pre´sence d’un e´coulement radial suffisamment fort, comme
repre´sente´ sur la figure 2. Afin de retrouver et e´tudier cette transition sous-critique, la de´rivation d’une
e´quation d’amplitude a` l’ordre 5 et le calcul de ses solutions stationnaires sont mene´s a` bien, selon
la proce´dure classique ([1], par exemple). La pre´sence de l’e´coulement axial rend cependant cette
e´quation complexe.
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Figure 2 – Diagramme de bifurcation d’un e´coulement de Taylor-Couette avec superposition d’un
e´coulement radial : structure de l’e´coulement observe´ en fonction du nombre de Taylor rapporte´ au
nombre de Taylor critique sans e´coulement radial (Tac) et du nombre de Reynolds radial α, obtenu
pour un rapport de rayons η = 0.85, extrait de [3]. Le trait plein donnant la valeur du Taylor critique
est obtenu par analyse de stabilite´ line´aire. Pour α < −20 et α > 30 des rouleaux toro¨ıdaux sont
observe´s en-dec¸a de leur seuil critique line´aire d’apparition.
2 Approches analytique et nume´rique
2.1 Analyse faiblement non-line´aire et e´quation d’amplitude
On conside`re une cavite´ annulaire entre deux cylindres concentriques de rayons internes et externes
rin et rout, de rapport η = rin/rout, ou` le cylindre interne est en rotation a` une vitesse angulaire Ω
et le cylindre externe fixe. Cet entrefer est rempli d’un fluide Newtonien de viscosite´ cine´matique ν
et de masse volumique ρ. En utilisant les coordonne´es cylindriques (r, θ, z), les composantes radiale,
azimuthale et axiale des champs de vitesse (U, V,W ) et la pression divise´e par la masse volumique
Q = P/ρ satisfont les e´quations de continuite´ et de Navier–Stokes incompressible. En plus de la
configuration habituelle de Taylor–Couette, un e´coulement axial est force´ a` une vitesse moyenne W
et un e´coulement radial est cre´e´ en imposant des vitesses radiales du fluide perpendiculaires aux
cylindres interne et externe : Uin et Uout. En imposant de plus Uinrin = Uoutrout, cet e´coulement
radial ne modifie pas les e´coulements azimuthal et axial et un e´coulement de base invariant suivant
la direction z peut eˆtre recherche´. Les vitesses sont alors adimensionne´es par Ωrin, les longueurs par
d = rout − rin, les temps par d
2/ν et les pression par Ωrinρ/νd, ce qui conduit a` introduire un nombre
de Taylor (ou nombre de Reynolds de rotation) Ta = Ωrind/ν. On introduit enfin les nombres de
Reynolds radial α = Uinrin/ν (= Uoutrout/ν), positif pour un e´coulement sortant et ne´gatif pour un
e´coulement rentrant, et axial β = Wd/ν. Mis a` part pour les vitesses normales aux cylindres, des
conditions aux limites d’adhe´rence s’appliquent, imposant une vitesse tangentielle nulle sur les rayons
internes et externes adimensionne´s : rin = η/ (1− η) et rout = 1/ (1− η).
L’analyse faiblement non-line´aire suppose que le syste`me se trouve non loin du seuil critique line´aire
d’apparition des rouleaux. Ce seuil et l’e´cart au seuil sont exprime´s ici par un nombre de Taylor
Ta = Tacrit + 2Ta2, ou`  est un petit parame`tre. Les variations temporelles sont de´veloppe´es sur des
e´chelles successives : ∂t = ∂t+ ∂t1+ 
2∂t2+ 
3∂t3+ 
4∂t4+O
(
5
)
et les champs X = (U, V,W,Q)t en
puissances de  : X = X0 + X1 + 
2
X2 + 
3
X3 + 
4
X4 +O
(
5
)
. Ces de´veloppements sont introduits
dans les e´quations dynamiques pour donner une succession de syste`mes d’e´quations diffe´rentielles.
L’ordre 0 conduit a` l’e´coulement laminaire ne de´pendant que de r dont un exemple est repre´sente´ sur
la figure 1(c).
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Le syste`me a` l’ordre 1 donne le proble`me de stabilite´ line´aire exprime´ aux conditions critiques. Sa
solution est recherche´e sous la forme d’un mode propre :
X1 = A1 (t1, t2, ...)x1 (r)× exp

−iωcritt+ ikcritz + incritθ︸ ︷︷ ︸
ψcrit

+ c.c.. (1)
caracte´rise´ par des nombres d’onde axial kcrit et azimuthal ncrit et associe´ a` sa fre´quence propre ωcrit
par un proble`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´. Les fonctions propres x1 des instabilite´s marginales
convectives ainsi que leurs conditions critiques d’apparition
(
Tacrit, kcrit, ncrit
)
sont alors obtenues
comme indique´ dans [2] en fonction des parame`tres (η, α, β).
Les ordres suivants en  conduisent aux corrections aux ordres 2, 3 et 4, s’exprimant en fonction de
l’e´cart au seuil Ta2 et de l’amplitude A1 modulant le mode propre (1) :
X2 = Ta2x2,0,Ta2(r) +A1A1x2,0(r) +
[
A21x2,2(r)× exp
(
2iψcrit
)
+ c.c.
]
, (2)
X3 = Ta2A1x3,1,Ta2(r) exp
(
iψcrit
)
+A21A1x3,1(r) exp
(
iψcrit
)
+A31x3,3(r) exp
(
3iψcrit
)
+ c.c. (3)
et
X4 = Ta
2
2x4,0,Ta2
2
(r) + Ta2A1A1x4,0,Ta2(r) + Ta2
[
A21x4,2,Ta2(r) exp
(
2iψcrit
)
+ c.c.
]
+A21A1
2
x4,0(r) +
[
A31A1x4,2(r) exp
(
2iψcrit
)
+ c.c.
]
+
[
A41x4,4(r) exp
(
4iψcrit
)
+ c.c.
]
. (4)
D’autre part, les conditions de solvabilite´s aux ordres 3 et 5 conduisent, apre`s e´limination de , a`
une e´quation d’amplitude donnant l’e´volution temporelle de l’amplitude A = A1 du mode primaire
d’instabilite´ :
∂A
∂t
= −i
(
∂ω
∂Ta
crit
∆Ta +
1
2
∂2ω
∂Ta2
crit
∆Ta2
)
A+ (µ+ ν∆Ta)A2A+ χA3A
2
, (5)
dont on cherche les solutions stationnaires A(t) = |A| exp (δω t).
2.2 Simulations nume´riques directes par me´thode pseudo-spectrale
multidomaine
z
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Figure 3 – Comparaison de la vitesse radiale au milieu de l’entrefer, obtenue analytiquement par les
quatres premiers ordres (1–4) du champ de vitesse (—) et par simulation nume´rique directe (−−),
pour η = 0.75, α = 0, β = 0 et Ta = 88.
Des simulations nume´riques directes sont mises en œuvre afin de valider les calculs analytiques. Ces
simulations utilisent un code multidomaine et une me´thode pseudo-spectrale. Ce code est une e´volution
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re´cente d’un code monodomaine utilise´ depuis de nombreuses anne´es par notre e´quipe. Un point
critique concerne la gestion des conditions aux limites dans la direction axiale, qui doivent en pre´sence
d’e´coulement axial permettre la sortie des instabilite´s sans ge´ne´rer de re´flexion parasite. La figure 3
compare les vitesses radiales au milieu de l’entrefer obtenues nume´riquement et analytiquement. Si
l’amplitude concorde tre`s pre´cise´ment, validant le calcul des coefficients de l’e´quation (5), on note que
la solution nume´rique perd par rapport a` la solution analytique une longueur d’onde comple`te sur
l’extension axiale du domaine.
3 Re´sultats
(a)
α
0
−40
40
β
0
30
60
kcrit
8
6
4
ncrit
10
5
0
(b)
α
0
−40
40
β
0
30
60
ωcrit
0
400
800
(c)
α
0
−40
40
β
0
30
60
Tacrit
200
400
600
(d)
α
0
−40
40
β
0
30
60
∆Ta
−100
−50
0
Figure 4 – En fonction des nombres de Reynolds radial α et axial β sont repre´sente´s : (a) : Nombre
d’onde axial kcrit de l’instabilite´ convective marginale, avec en champ de couleur le nombre d’onde
azimuthal ncrit. (b) : Pulsation ωcrit de l’instabilite´ convective marginale. (c) : Valeur critique du
nombre de Taylor Tacrit de l’instabilite´ convective marginale obtenue par analyse de stabilite´ line´aire,
avec en champ de couleur le signe Re (µ), partie re´elle du terme non-line´aire d’ordre 3 dans l’e´quation
(5). L’instabilite´ est super-critique (Re (µ) < 0) dans les re´gions sombres (rouges) et sous-critique
(Re (µ) > 0) dans les re´gions claires (jaunes). (d) : E´cart au seuil critique ∆Ta = Ta − Tacrit au
dessus duquel une solution stationnaire non-nulle a` l’e´quation (5) existe. Les re´gions sombres (rouges)
correspondent a` des transitions super-critiques pour lesquelles ∆Ta = 0, les re´gions claires (jaunes) a`
des transitions sous-critiques pour lesquelles ∆Ta < 0 et les autres re´gions (oranges) correspondent
a` des valeurs de α et β pour lesquelles l’analyse faiblement non-line´aire ne permet pas de trouver le
seuil sous-critique.
La figure 4 re´sume les re´sultats obtenus sur le proble`me de stabilite´ line´aire ainsi que sur les solu-
tion stationnaires de l’e´quation d’amplitude (5), pour −40 < α < 40, 0 < β < 60 et η = 0.75.
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L’e´coulemement axial tend a` stabiliser le syste`me et a` se´lectionner des modes avec un nombre d’onde
azimuthal d’autant plus grand que β est grand. L’e´coulement radial rentrant ou sortant stabilise aussi
le syste`me, augmente le nombre d’onde axial critique kcrit et surtout rend la transition sous-critique :
le terme non-line´aire d’ordre 3 dans l’e´quation d’amplitude (5), µ, devient destabilisant. Dans ces
conditions, un nouveau seuil critique d’apparition des rouleaux, en dessous du seuil line´aire, peut
eˆtre calcule´, l’e´coulement e´tant bistable entre le nouveau seuil non-line´aire et ancien seuil line´aire.
Cette hyste´re´sis peut devenir tre`s importante (jusqu’a` 20% du Taylor critique line´aire) et l’analyse
faiblement non-line´aire n’est alors plus adapte´e.
Si les valeurs de α au-dela` desquelles la transition devient sous-critique tendent a` augmenter un
peu avec β, la figure 5 montre que l’influence du rapport des rayons η est importante. Dans les
configurations a` petit η, ce caracte`re se manifeste tre`s toˆt et conduit vite a` une hyste´re´sis importante.
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Figure 5 – Idem figure 2 (b) et (c), mais en fonction du nombre de Reynolds radial α et du rapport
de rayons η.
4 Conclusions et perspectives
La transition sous-critique engendre´e par la pre´sence d’un e´coulement radial pourrait se montrer
inte´ressante dans l’e´tude the´orique des instabilite´ du proble`me complet de la figure 1(a). Les varia-
tions de l’e´coulement de base le long de la direction axiale dues au soutirage ou a` l’injection de fluide
ainsi qu’a` la perte de charge [4] peuvent permettre d’obtenir des configurations pre´sentant une cohab-
itation d’instabilite´s pouvant eˆtre localement super-critiques ou sous-critiques et localement absolues
ou convectives. A` notre connaissance, de telles configurations sont originales tous syste`mes physiques
confondus.
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